Uzupetnienie

Granica ciggu punktéw na ptlaszczyznie

DEF. Ciag (nieskonczony) P, = (x,,y,) punktéw na plaszczyznie ma granice w
punkcie Py = (20, o), jesli istnieja granice (skoniczone) lim 2, = x oraz lim y, =
Yo-

jest to rownowazne definicji
DEF. (2) Ciag (nieskonczony) (P,) punktow na ptaszczyznie ma granice w punkcie
Py, jesli dla kazdego € > 0 istnieje ng takie ze wszystkie punkty P, z indeksem

n > ng naleza do O(Py, ) (kota otwartego o §rodku P, i promieniu ¢).

Podobnie w przestrzeni.

Granica funkcji dwéch zmiennych

DEFINICJA. lim  f(xz,y) = g, jesli dla kazdego ciagu (,,y,.) — (%o, %),

(z,:y)—(z0,50)
gdzie wszystkie (z,,y,) # (%0, yo), clag liczbowy f(zn,yn) — ¢g.
(Rysunek.)

Uwaga: Def. takze dla g = £o0;
Funkcja moze nie by¢ okreslona w (g, yo)-

PRZYKLADY
T —2y To — 2Yo .
a 1m —= , %) lle T ’ 070 '
) (z,y)—(z0.0) T2 + y? x% + y(Z) ( 0 yO) # ( )

Dla (zo,0) = (0,0) mamy symbol nicoznaczony 2; w tym przypadku granica nie
istnieje, bo dazac do (0,0) po réznych drogach wychodzi réznie. (Sprawdzic).

. VIi+at+y?—1 1
b) lim = -,
(z,y)—(0,0) x? + y? 2

tu tez symbol nieoznaczony %, jednak wybierajac rézne drogi ciagle dostajemy ten
sam wynik; prébujemy wiec wykazac, ze granica istnieje

tu stosujemy albo podstawienie z = 22 + y? i stosujemy regute de’lHospitala albo
odpowiednio przeksztalcamy cate wyrazenie)

Vit +y? -1 1+ +y -1

22+ y? (a4 -1

VI+a?2+y? -1
(Vi+22+y? = 1)(V1+22 +y>+1)




1 1
= - 0,0).

Podobnie dla funkcji trzech zmiennych.

Cigglosé funkcji dwoéch zmiennych

DEF. Funkcja f(x,y) okreslona w otoczeniu punktu (zo,yo) jest ciagta w tym

punkcie, jesli ( )lir(n )f(x, y) = f(zo,¥0) (ma granice w tym punkcie i jest ona
Z,Yy)— (Z0,Y0
réwna wartosci funkcji w tym punkcie)

PRZYKLADY NIECIAGLOSCI

Cigglos¢ funkcji elementarnych

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej dochodzimy do ogdlnego wnio-
sku, ze wszystkie funkcje elementarne sq ciggle w dziedzinie okreslonosci (a wiec
obliczanie granic sprowadza sie zasadniczo do podstawiania wartosci).

Funkcje elementarne to funkcje, ktére mozna uzyskac przy pomocy dziatan aryt-
metycznych z funkcji podstawowych: statych, tozsamosciowej, trygonometrycznych,
logarytmow i funkeji wyktadniczych.

Podobnie dla funkcji 3 zmiennych.

Funkcje ciagte i rézniczkowalne.



Calki potréjne

Definicja calki potrojnej, gtéwne twierdzenia i metody obliczania sg analogiczne do
catki podwdjnej. Zwroce szczegdlng uwage na to co ulega zmianie.

Calke potrdjna definiujemy wstepnie na prostopadloscianie (zamiast na pro-
stokacie). Dla danego prostopadtoscianu R o bokach réwnoleglych do osi Oz, Oy i
Oz oraz funkcji trzech zmiennych f(x,y, z), dzielimy ten prostopadloécian na n
prostopadltoscianéw (ktore catkowicie wypetniaja R i maja roztaczne wnetrza) o
wymiarach Az, Ayx, Azy; w kazdym z nich wybieramy punkt (x5, yi, 2;) (zwiemy

je punktami posrednimi), i obliczamy sume » _ f(z}, yg, 21) Az AypAzy,.
k=1

Calke potrojng z funkeji f(z,y, z) definiujemy jako granice ciagu sum catkowych
odpowiadajacych ciagowi podzialéw P prostopadioscianu R, dla ktérych maksy-
malna $rednica §(P) prostopadloscianu w podziale P dazy do 0. Zapisujemy to
wzorem:

4 6(P)—0 1

Zakladamy przy tym, ze granica po prawej stronie istnieje i nie zalezy ani od wy-
boru ciggu podziatéw P prostopadtoscianu R, ani od wyboru punktéw posrednich
(x5, yr, 21). Mowimy wtedy, ze funkcja f(x,y, z) jest catkowalna w prostopadtoscia-
nie R. (Uwaga. Zapis dz dy dz zastepujemy czasami skrotem dV).

Witasnosci calki potréjnej. Podobnie jak catka podwdjna, catka potrojna jest
operatorem liniowym i addytywnym, to znaczy zachodza wzory:

J[[(@fe..2) + bty ) av = o f[] v, 2 avz 4o [[] gtev,2)av
R A 4

oraz jesli Ry i Ry sa prostopadto$cianami otrzymanymi z dowolnego podziatu R na
dwa prostopadtosciany, to

///f(x’y’z)dv:///f(ﬂ%y,Z)dV+///f(x,y,z)dv.

Najwazniejsze twierdzenie dotyczg ponownie catkowalnosci funkcji ciggtych i prawie
ciggtych, oraz sposobéw obliczania caltki podtrojne;j.

TWIERDZENIE Jesli funkcja f(z,vy,z) jest ciggla w kazdym punkcie prostopadio-
Scianu za wyjgtkiem punktow, ktore tworzq zbidr o objetosci zero, to f(x,y, z) jest
catkowalna w tym prostopadto$cianie.



TWIERDZENIE Dlia takiej funkcji, jesli R={a <z <b,c<y<d,r<z<s}

(1] s = fa [ e v
R a c r

Catki w powyzszym wzorze nazywaja sie, podobnie jak dla catki podwojnej, catkami
iterowanymsi i stosujemy podobng konwencje zapisu w celu unikniecia duzych na-
wiasow. Kolejnosé catek iterowanych (zmiennych) w powyzszym twierdzeniu moze
by¢ oczywiscie dowolna.

Calka potréjna po dowolnym obszarze. Podobnie jak w przypadku caltki po-
dwdjnej, catka potrojna po prostopadtoscianie jest tylko krokiem do zdefiniowania
calki potréjnej po dowolnym obszarze ograniczonym U w przestrzeni R3. W tym
celu przedtuzamy funkcje f(z,y, z) okreslona na obszarze U C R? na zawierajacy
ten obszar prostopadtoscian R O U, w ten sposdb, ze w punktach poza U funkcja
przyjmuje wartos¢ 0. Definiujemy wigc

JJ[ fay.2av = [[[ £@y.2)av,

gdzie f*(z,y,2) = f(z,y,2) dla (z,y,2) € U oraz f*(z,y,z) = 0 w przeciwnym
razie, a R jest dowolnym prostopadto$cianem zawierajacym U. Definicja jest po-
prawna, o ile catka po prawej stronie istnieje. Wtedy méwimy, ze f(x,y,z) jest
catkowalna w obszarze U. Mozna wykazaé, ze definicja ta nie zalezy od wyboru
prostopadtoscianu R D U.

Catka taka zachowuje wlasnosci catki po prostopadtoscianie: jest operatorem linio-
wym i jest addytywna wzgledem dowolnych podziatow obszaru U: jesli U = U;UU,,
i Uy, Uy maja roztaczne wnetrza, to catka po U jest sumag catek po Uy i Us.

Najwazniejsze jest twierdzenie pozwalajace na obliczanie calek potrojnych po ob-
szarze normalnym przy pomocy calek iterowanych. Obszar postaci U = {(z,y) :
a<z<bh(z) <y<h(r),gi(z,y) <y < ge(r,y)}, gdzie funkcje hy(z) < ha(x)
oraz ¢1(x,y) < ga2(x,y) sa ciagte w odpowiednich dziedzinach, nazywamy obszarem
normalnym. Dla takich obszarow mamy

TWIERDZENIE Jesli U jest obszarem normalnym zdefiniowanym powyzej, to

b ha(z)  g2(=z,y)
///f(%y)dxdy:/dw / dy / f(x,y,2)dz.
U a hi(z)  gi(zy)

Twierdzenie to zachodzi dla obszaréw normalnych zdefiniowanych analogicznie przy
zastosowaniu dowolnej kolejnosci zmiennych.



Obszar regularny. Tak jak w przypadku catki podwdjnej obszar regularny to
taki, ktory da sie przedstawié¢ jako suma obszaréw normalnych o roztacznych wne-
trzach. Wowczas catka potréjna po takim obszarze regularnym jest suma calek po
sktadowych obszarach normalnych.

Przyktad. Obliczmy catke potrojna /// xyz dx dy dz po obszarze U : y > 2%, x >
U

y?, 0 < z < zy;

Zeby wyobrazié¢ sobie obszar (bryte) po ktorej calkujemy, zauwazmy najpierw, ze
dwa pierwsze warunki w opisie U nie zawieraja zmiennej z. Oznacza to, ze wyzna-
czaja one obszar D, na plaszczyznie Ozxy. (Dla warunkéw z zadania przedstawiony
on jest na rysunku ponizej.)

W przestrzeni warunki te wyznaczaja obszar ztozony z prostych prostopadtych do
plaszczyzny Ozy przechodzacych przez obszar D,,. Trzeci warunek odcina z tego
obszaru kawalek ograniczony od dotu ptaszczyzna z = 0 i od gory powierzchnig
z = xy (czasami taka bryle nazywa sie walcem krzywoliniowym o podstawie D).
Podstawa D,, jest w tym przypadku obszarem normalnym, ktéry mozna opisac
warunkami 0 < z < 1,22 < y < /7. Po dopisaniu trzeciego warunku otrzymujemy
opis obszaru normalnego w przestrzeni. W zwiazku z tym

1 N Ty
///xyzdxdydz:/dx/dy/:vyzdz:
U 0 22 0

i obliczajac dalej

Jak wida¢ zasadnicza czescia rozwiazania jest opisanie obszaru catkowania jako ob-



szaru normalnego i zapisanie catki potréjnej w postaci catki iterowanej. Generalnie,
jesli mamy warunki bez zmiennej z wyznaczajgce obszar ograniczony D, na ptasz-
czyznie Ozy, to obszar normalny opisujemy w podobny sposéb. (Role wyréznionej
zmiennej z moze oczywiscie petni¢ inna zmienna, a kolejnos$é zmiennych moze by¢
dowolna, w zaleznosci od obszaru). Ponizej podajemy przyklad nieco innej sytuacji.

Przyktad 2. Zapisa¢ catke potrojna /// f(z,y, z) dx dy dz po obszarze U ograni-
U
czonym krzywymi y = 2v/x2 + 22, y = 8 — 22 — 2?2 jako calke iterowang.

Tutaj mamy dwie przecinajace si¢ powierzchnie i wyznaczenie opisu ograniczonego
przez nie obszaru jako obszaru normalnego lub regularnego moze by¢ trudniejsze.
(W tym przypadku pomocne jest zauwazenie, ze dwie przecinajace sie powierzchnie
to stozek i paraboloida, z osig Oy jako osig symetrii; dzieki temu mozemy sobie
wyobrazi¢ ksztalt bryly w przestrzeni; zob. rysunek).

N )
y=2ved 422

Wracamy do réownan obu powierzchni. Rugujac z nich zmienng y, widzimy, ze
wspotrzedne x i z punktéw przeciecia powierzchni spelniaja rownanie:

212 + 22 =8 — 22 — 22

Préba uproszcezenia tego rownania prowadzi do réwnania 4 stopnia dwoch zmien-
nych, z ktérego niewiele wynika. Rzeczywiste uproszczenie daje podstawienie t =
Va2 + 22, Otrzymujemy wowczas

2t =8 —t? czyli 2+ 2t —8=0.

Stad t = 2 lub t = —4, ale poniewaz t > 0, jedyna mozliwoscia jest t = 2. A zatem
cate rownanie sprowadza si¢ do rownania vx? + 22 = 2 czyli
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22+ 22 = 4.

Wynika stad, ze rzut prostopadty na ptaszczyzne Oz z przeciecia sie obu powierzchni
jest okregiem o srodku (0,0) i promieniu 2 (jak na rysunku). Wobec tego nietrudno
juz opisac caty obszar:

—2< <2, Vi—-22<2< V4 -2, Va2 + 2 <y<8 —a%— 2?2

(pierwsze dwa warunki opisuja obszar na plaszczyznie Oxz ograniczony okregiem
x? + 22 = 4). Zatem

Va— 8—12—22

2 2
/// ryzdrdydz = /dx / dz / f(z,y, 2) dy.
i S it ovae

Zastosowania calek potréjnych. Do obliczania objetosci bryt (obszaréw w prze-
strzeni) i réznych wielkosci fizycznych z niejednorodnym rozkladem w przestrzeni
(w szczegdlnosei, masy 1 momentoéw, tadunkéw po obszarach przestrzennych).

Wspélrzedne walcowe i sferyczne. W przypadku calki potrojnej mamy dwa
klasyczne sposoby zamiany zmiennych utatwiajace znacznie, w niektorych przypad-
kach, obliczenia: wspolrzedne walcowe (odpowiednik biegunowych na ptaszczyznie)
i wspohrzedne sferyczne.



Wyktad 14 (9 czerwca)

Zmiana zmiennych w catce potréjnej: wspotrzedne walcowe i
sferyczne.

Podobnie jak w przypadku catki podwdjnej istnieje mozliwosé tatwiejszego oblicza-
nia catki potréjnej przez odpowiednie podstawienie. W tym przypadku mamy trzy
zmienne, wiec ogbélne podstawienie ma postac:

x = @(u,v,w)

y =¥ (u,v,w)
z = x(u, v, w)

Jesli U oraz () sa regularnymi obszarami w przestrzeni takimi, ze przeksztalcenie
0:Q—=U: (uv,w) — (ou,v,w),Y(u,v,w), x(u,v,w)) jest ciagle i wzajemnie
jednoznaczne, to zachodzi wzor

///f(x,y)dmdy:///f(gp(u,v,w),w(u,v,w).x(u,v,w))|J(u,v,w)]dudvdw7
U Q

gdzie J(u,v,w) jest jakobianem odwzorowania ¢ okreslonym wzorem J(u,v,w) =
Pu Lo Pu

det | ¥r, ¥, 4,
Xu Xo Xo

Wspblrzedne walcowe. Przyktadem takiego przeksztatcenia jest (1, o, h) — (z,y, 2)
dane wzorami

T =TCosp
y=rsing
z=nh

Wzory te uogdlniajg na przestrzen wspoétrzedne biegunowe i noszg nazwe wspot-
rzednych walcowych. Wspolrzedne r i ¢ interpretuje sie na plaszczyznie Oxy jako
dtugoéé promienia wodzacego punktu (z,y) oraz kat miedzy promieniem i osig
Oz, natomiast h oznacza wysoko$¢ punktu (x,y, x) nad ptaszezyzna Oxy (jak na
rysunku ponizej).



Przy tej interpretacji zamiast wyobrazania sobie obszaru 2 we wspotrzednych kar-
tezjanskich (7, ¢, h) rozwazamy raczej opis obszaru U we wspotrzednych walcowych.
Wiekszos¢é obszaréw gdzie wystepuja kota zwykle jest znacznie tatwiej opisa¢ we
wspolrzednych walcowych niz kartezjanskich.

Nietrudno policzy¢, ze jakobian przeksztatcenia odpowiadajacego wspotrzednym
walcowym wynosi J(r, ¢, h) = r. Wzdér na zmiane wspéhrzednych w calce potréjnej
na wspotrzedne walcowe przybiera wiec postac

/U//f(x,y,Z)d:L‘dydz:/U//f('r’cosgo,'r’simp,h)'r’d’r’dgpdh_

Przyklad. Wprowadzajac wspotrzedne walcowe obliczy¢ catke / / / 22 dx dy dz,
U

gdzie U ograniczony jest powierzchniami z = 9 — 22 — 4% oraz z = 0.

Mamy tu do czynienia z odwrocong paraboloida odcigta ptaszczyzna z = 0. Obie
powierzchnie przecinaja sie na okregu 2 +y? = 9 czyli r = 3. Réwnanie paraboloidy
we wspotrzednych walcowych to h = 9 — r2. Wiec opis obszaru we wspéirzednych
walcowych to 0 < ¢ < 27, 0<r<3oraz 0 < h <9 —1r2

Wyjsciowa catke mozemy wiec zapisa¢ jako calke iterowang

27 3 9—r2 27 3
2
///xQda:dydz:/dgo/dr / 7‘30052g0dh:/dap COSQLp/r?’ {h]z dr =
U 0 0 0 0 0
21 3

on [9 A rﬁr 243
o 177 T El =™
0

1
/Cos2 pdp 0/(9r3 — ) dr = 5 [(x + sin ¢ cos gp} 1 G 1

0

Wspolirzedne sferyczne. Inna czesto stosowana zmiana zmiennych w catce po-
tréjne zwiagzana jest z przeksztalceniem (p, v, r) — (z,y, z) danym wzorami

X = 1 COos (p cosY
Yy = rsin @ cosy

z=rsiny



Wzory te noszg nazwe wspétrzednych sferycznych. W tym przypadku r jest dlugo-
Scia promienia wodzacego punktu (z,vy, z), a katy ¢ i ¢ mierzone sa odpowiednio
od osi Oz i plaszczyzny Oxy jak na rysunku ponizej.

=

o sy

Jakobian tego przeksztatcenia wynosi J (7, p, h) = r? cos 1, a wzdr na zmiane wspot-
rzednych w calce potrojnej na wspédirzedne sferyczne przybiera zatem postaé

- ~ : 9 |
/U//f(x,y,z)dxdydz /U//f(rcosgpcosw,rsmgpcosw,rsmw)r cos 1 do dip dr

Uwaga. Powyzsze wspotrzedne nosza doktadniejsza nazwe wspotrzednych sferycz-
nych geograficznych, poniewaz istnieje inna wersja wspotrzednych sferycznych (zwa-
nych matematycznymi lub astronomicznymi), ktére maja inny jakobian i inny wzor
na zmiane wspotrzednych. Poniewaz stosowane sg one w niektorych podrecznikach
i mozna je znalez¢ w internecie, trzeba uwazacé, zeby jednych nie pomyli¢ z drugimi
i nie pomiesza¢ wzoréw w trakcie ich stosowania.

Przyktad. Wprowadzajac wspotrzedne sferyczne obliczy¢ catke / / Va2 + y?dxdydz,
U

gdzie U dany jest nieréwnoéciami 3 < 22 + y? + 22 < 5 oraz z < 0.
Obszar calkowania jest dolng pétkula o promieniu /5 z wydrazong pétkulg o pro-
mieniu v/3 (coé na ksztatt wydrazonej poléwki melona). Réwnania sferyczne tego

obszaru to 0 < ¢ < 2, —§<2/1<00ra2\/§<r<\/5.

Wyjsciowa catke mozemy wiec zapisa¢ jako calke iterowang

= i 2 —
/l//\/mdxdydz /U//\/(Tcos<pcos¢)2+(rsmgpcosw)Qr cos Y do dip dr

o 0 V5 27 0 NG
:/dw/d¢/r30052wdr:/dgp : /coszzbdw ~/r3d7’:...:27r2
0 -3 V3 0 -3 V3

W obliczeniach korzystamy z faktu, ze zmienne dajg sie rozdzieli¢ i catka iterowana
jest po prostu iloczynem trzech calek pojedynczych.
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Wyktad 15 (16 czerwca)

Przyktady zastosowan catek podwojnych i potréjnych w geometrii i
fizyce.

Objetos¢ obszaru regularnego U mozna obliczy¢ ze wzoru
Objetosé(U) = / / dz dy dz.
U

Samo obliczenie jest w zasadzie identyczne jak w przypadku wzoru na objetosé
wykorzystujacego catke podwdjna, za jednym wyjatkiem: jesli uzyjemy zmiany
zmiennych poprzez wprowadzenie wspolrzednych sferycznych obliczenie moze sie
znacznie uproscic.

Przyktad. Objetos¢ kuli K o promieniu R wynosi

V:/// da:dydz:///TQ(:oswdgodz/zdr,
o4 U

gdzie K we wspotrzednych sferycznych ma opis 0 < ¢ < 2w, —
0 <r < R. Mamy wiec

<Y <3,

ol

us s
2 2 3

27 R 2 R R 4
V:/dap/dw/r%osﬂ)dr:/dgp . /cos¢dw -/err:27r-2-?:§7rR3,
0 0 0 0

jus
2

(NJE]

Jesli chodzi o zastosowania catek podwdjnych i potrojnych w fizyce wszystkie nie-
zbedne informacje mozna znalezé w podreczniku Gewert-Skoczylas http://www.
gis.wroc.pl/pdf/am2d_19_korona.pdf na stronach 106 i 124.
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